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開領域 Ω の２点 (x0, y0), (x1, y1)を長さ１の滑らかな曲線で結ぶことができるかという問題








= 1 ((x(0), y(0)) = (x0, y0), (x(1), y(1)) = (x1, y1)).
この場合は、開領域が弧状連結であり、(x0, y0), (x1, y1)が Ω 内で長さ１以下の折れ線で結ぶ
ことができることと、解の存在が同値であることが容易にわかる。
ナッシュ [10](とカイパー [7])は、任意の閉曲面に任意のリーマン計量を与えたとき、これ
を 1 回連続微分可能 (C1) に曲線の長さを保つように３次元ユークリッド空間 R3 に埋め込
むことができることを示した。特に、平坦トーラスを等長に C1 埋め込みできる。平坦トー
ラスとは、ガウス曲率が 0 のトーラスということであるが、平坦トーラスはユークリッド平
面 R2 の格子群 Z−→a + Z
−→




S2(2, 3,∞) がモジュライ空間となることがわかっている。閉曲面の C2 級の埋め込みには、
必ず曲率正の点が存在するので、平坦トーラスを滑らかに等長に埋め込むことはできない。
T 2 = R2/(Z−→a + Z
−→
















































































れている。もっと簡単な実現を探していたところ、ウェブ上に Henry Segerman氏の Hinged
Flat Torusの動画 [11]があり、[13] で売られているということがわかった。彼の本 [12]もあ
る。これは Scientific American, Roots of Unityというブログで取り上げられていた [8]。ま
た、ひとたちぎりの結果 [1]を用いれば、何重かに折りたたむことを許したはめ込みは存在す
ることが [2]に示されている。



























図 2 h = 1, n = 8 のときの Fu を arg u =
2πk
2n






2.1 アニュラスの埋め込み像 Fu の構成とその展開図




−1k/n, 0) (k = 0, . . . , n − 1)を頂点とする正 n角形 P0 · · ·Pn−1 を考える。実数
h > 0, 絶対値が 1の複素数 u ∈ U(1)に対し、点 Qku = (ue2π
√
−1k/n, h) (k = 0, . . . , n− 1)
を頂点とする正 n角形 Q0




図 3 図 2 の Fu の展開図 (h = 1, n = 8, arg u =
2πk
2n
























回転したもの △PkPk+1Qk+1u,△Qk+1uQkuPk (k =







arg uの値の下限は、−π、その上限は π − 2π
n
であり、この上限、下限においては、三角形の




た、arg u ∈ [−2π
n
, 0]のときは、P0 · · ·Pn−1 と Qu0 · · ·Qun−1 の凸包の側面となり、arg uがこ
の区間の両端においては、正 n角柱の側面である。図 2参照。
さて、構成した面 Fu を展開すると、△P0P1Q1u ∼= △Q1uQ0uP0 だから △P0P1Qu1 ∪






図 4 arg v = arg u +
2πk
n
として、Fu を内側、Fv を外側として、Fu, Fv が境界だけを
共有する条件は、傾き 1の黒色の線分の内部にあることである。この図では、n = 24であ
る。水平方向を arg u,垂直方向を arg v とし、青色の正方形が [−π, π]× [−π, π]である。
　　　
Qu1 の距離を高さとする平行四辺形が得られる。これが Fu を展開したものである。図 3参照。
図 3では、Fu を P0Q0
u で切り開き、図 2の外側を表として描いており、左端の小平行四辺形
が△P0P1Q1u ∪△Q1uQ0uP0 である。
2.2 平坦トーラスの埋め込み像 Fu ∪ Fv とその展開図
２つの回転 u, v に対し、Fu, Fv をつくって、それらのが境界が一致し、内部が交わらない
ようにできれば、それらを境界で貼り合わせた図形ができる。それは位相的にトーラスである
が、その展開図は、Fu の展開図と Fv の展開図である 2つの平行四辺形を上下で貼り合わせた
ものになる。どの辺を貼り合わせるかは埋め込みにより指定されているので、平坦トーラスの
モジュラスが決定される。
2 実数 u, v を、arg u, arg v ∈ (−π, π − 2π
n




とする。{Q0v, . . . , Qn−1v} = {Q0u, . . . , Qn−1u} であり、２つの図形 Fu, Fv
の境界は一致する。まず、Fu をとり、その外側に Fv をとることを考える。
arg u ≧ −π
n
のとき、Fu は線分 P0Q0
u を z 軸の周りに回転して得られる一葉双曲面の z 軸
に近い側に存在し、arg u ≦ −π
n
のとき、Fu は線分 P0Q1
u を z 軸の周りに回転して得られ
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図 5 図 2 の Fu (n = 8, arg u =
kπ
8
(k = −8, . . . , 6)) に対しては一つおきに境界が等
しくなるが、arg v = arg u+
2πk
n
, Fu を内側、Fv を外側として、Fu, Fv が境界のみを共
有する条件を満たすのは、図の点の 12通りである。水平方向を arg u,垂直方向を arg v と
し、青色の正方形が [−π, π]× [−π, π]である。
　　　
る一葉双曲面の z 軸に近い側に存在する。この一葉双曲面の外側に Fv の z 軸に近いほうの




v が z 軸に近く、
arg v ≦ −π
n
のとき、P0Q0
v が z 軸に近い。
これらから導かれる条件は、
arg u ≧ −π
n
かつ arg v ≧ −π
n
のとき、|arg u| > arg v + 2π
n
;
arg u ≧ −π
n
かつ arg v ≦ −π
n
のとき、|arg u| > |arg v|;
arg u ≦ −π
n




| > arg v + 2π
n
;
arg u ≦ −π
n




| > |arg v|である。









< arg u < π − 2π
n
, k = 2, . . . , n− 3),
arg v = arg u+
2πk
n




, k = 2, . . . , n− 3)
となる。図 4参照。
図 2の Fu (n = 8, arg u =
kπ
8




, Fu を内側、Fv を外側として、Fu, Fv が境界のみを共有する十分条件を満たす
のは、図 5の点の 12通りである。図 5では水平方向を arg u,垂直方向を arg v とし、青色の









































































































































図 7 図 6の平坦トーラスの展開図。平坦トーラスが囲むソリッドトーラス側が表になるよ
うに展開している。外側のアニュラス Fv を展開した部分は図 3の展開図を上下に裏返した
ものになる。arg v − arg u の値を示している。それによる貼り合わせのずれを考えると赤
色の平行四辺形が基本領域である。
図 5 の実現可能な 12 通りの (arg u, arg v) に対応する平坦トーラスの埋め込みは図 6 のよ
うになる。これらの埋め込みには、カイラリティーがあり、埋め込みの鏡像が同時に描かれて
いる。それらに対する展開図は図 7 のようになる。Fu を上側に、Fv を下側に、平坦トーラ
スが囲むソリッドトーラスの内側が表になるように展開している。平坦トーラスは、左右の












前節での Fu ∪ Fv の形での平坦トーラスの埋め込みの展開図において、arg v − arg uの値



















































PSL(2;Z) ∼= (Z/2Z)∗(Z/3Z)となることまでわかる。）上半平面H2 = {x+y
√
−1
∣∣ y > 0}
に半円 x2+y2 = 1の外側で−1
2

















図 9 n = 24, h = 0に対する Fu ∪ Fv の展開図のモジュラス。





< arg u < π − 2π
n
, k = 2, . . . , n− 3), ま
たは arg v = arg u+
2πk
n




, k = 2, . . . , n− 3) に対する Fu ∪Fv の
構成により、純虚数を除く点のモジュラスを持つ平坦トーラスの折り紙埋め込みが得られる。











埋め込み Fu ∪ Fv の高さ h を変化させるとモジュラスの虚数部分が変化し、h −→ 0 のと
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Fu ∪Fv の展開図のモジュラスを計算すると n = 24のときに図 9のようなグラフが得られる。
これは図 4の左半分の 20本の黒色の実線の線分の像である。このグラフは実は (0, 0)の近傍
は含んでいない。











高さ hが非常に小さいとし、nを十分大きくとるとき、Fu, Fv で、u, vが 1に近いものをと
ると、埋め込み Fu ∪ Fv で、平坦トーラスのモジュラスは 0に近いものが得られる。これは、
十分大きな nに対し、定理において k = 2の成分 arg v = arg u+
4π
n














命題 3　高さ h,正 n角形、arg u ∈ (−π, π− 2π
n
)に対応する Fu を考えるとき、a ∈ (0, h)に











この命題から、Fu ∪ Fv の形の平坦トーラスの埋め込みが得られていれば、その z ∈ [0, a]









X = Fu ∩ {z = a}は、2n角形の境界であるが、X が正多角形であるときを除き、X から
それを切断面に持つ Fu について、n, u,
a
h
が定まる（正 2n角形は正 n角形で arg u = −π
n
(antiprism)のときの切り口と、正 2n角形で arg u = −π
n
, 0 (正 2n角柱 prism)のときの切
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